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共分散情報 によ る線形定常 Fixed-Point

ス ム ーザの設計†

中 森 誠 一＊・幡 司 明＊

Design of Linear Stationary Fixed-Point Smoother by Covariance

Information Based on the Innovations Theory

Seiichi NAKAMORI* and Akira HATAJI*

This paper designs the new fixed-point
smoother, which estimates a stationary stochas-
tic signal, based on the innovations theory by
the covariance information of the signal and
observation noise processes. Two kinds of
observation noises are considered here, which
are the stationary white noise and the stationary
white plus stationary coloured noise. We design
the sub-optimal fixed-point smoother for each
noise. The new smoother has the two advan-
tages: 1) The linear stationary stochastic signal
can be estimated, with a simple initial-value
system, directly by the curve-fitted functions
of the covariance information, and by the
observed values. So we do not have any trouble
of finding an approximating state space model
by the spectral factorization method, using
covariance information. 2) The calculation of
the algorithm for the fixed-point smoothing
estimate is easy. The reason is that the co-
variance function of the stationary stochastic
signal and coloured-noise processes are assumed
to be semi-degenerate. Semi-degenerate kernels
can express the general kind of covariance
information in the form of finite sums of pro-
ducts of nonrandom functions.

The originality of this paper lies in the idea
that we first derived the fixed-point smoother,
which estimates a linear stationary stochastic
signal, based on the innovations theory by the
covariance information. In comparison with
the fixed-point smoother for the stationary
white noise case by the Wiener-Hopf integral
equation approach using the information in

nonstationary systems, the present fixed-point
smoother in this paper for stationary systems
also has the numerical merit that the given
algorithms contain fewer number of differential
equations than those by the Wiener-Hopf in-
tegral equation approach.

The effectiveness of the new fixed-point
smoother was assured by some numerical exam-
ples.

1. は じ め に

共分散情報を用いた統計的確率推定理論における推

定器の設計方法に関して, 今 日まで幾多の研究が行わ

れている1)～7). Fig. 1に 図示されるように, 共分散情

報は spectral factorization 法1)に より状態空間モデル

の情報に変換されうる. ゆ えに, 共分散情報が与えら

れたときの推定問題は, 状態空間モデル情報を使用す

る Kalman フ ィルタ2)などにより解決される. しか し

ながら, 共 分散情報による推定問題 の解法は, spec-

tral factorization 法 による状態空間モデルの解析的算

出という間接的方法よりも共分散情報を直接用いる手

法のほ うがわか りやす く簡単であると考えられる. 共

分散情報を直接使用す る推定 問題 と して, Wiener-

Hopf 積分方程式を満足する最適インペルス応答関数

を解析的に計算し, 最 小2乗 推定値を求める方法3)が

研究されているが, 解析 的手法は複雑な形を有する共

分散関数が与え られた際に, 容易 に最適インパルス応

答関数を計算できないという欠点をもつ. 先 に, 中森

らは, Wiener-Hopf 積 分方程式から出発 して, 信号

の共分散情 報として 一般的な Gauss Markov 過程の

共分散関数を表示できる semi-degenerate 核4)～7)を用

いて, 線 形 非定 常 システムにおける最小2乗 フィル

タ4), 予測5), スムージング6),7)推定値を求める初期値

システムを提案 した(Fig. 1一 点鎖線部分).
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本論文では, 推定理論においてよく知 られるイノベ

ーション理論8)と 共分散情報を融合させた新 しい独創

的な線形定常確率信号過程の推定を行える推定器を提

案 している. 従来よりイノベーション理論は, 推定 問

題において重要な役割を果している. た とえば, T.

Kailath8)は, イノベーション理論において得 られる.

最小2乗 推定問題における線形非定常システムの積分

方程式から連続時間 Kalman フィルタの導出を行い,

離散時間システムにおいてもイノベーショ ン理論によ

り離散時間 Kalman フィルタを得ている (Fig. 1二

点鎖線部分). 本論文は, イノベーション理論におけ

る最小2乗 推定問題の最適インパルス応答関数の満足

する積分方程式に着目し, 定常有色+定 常白色観測雑

音のときの準最適なインパルス応答関数 の満 足す る

Fredholm 第2種 積分方程式を導出する. この線形積

分方程式は筆者 らが初めて提案す るもので, イノベー

ション推定理論および共分散情報を用いた通信信号理

論を, 大 幅に進歩させる基礎的な積分方程式に値する

といっても過言ではない. 定理1で は, 線形定常確率

信号推定問題において得 られた線形積分方程式 に In-

variant Imbedding の手法を適用 して, fixed-point ス

ムージング推定 値を求 める初期値 システムを定常有

色+定 常白色観測雑音の場合 に与 えて い る. 定理2

は, 定 理1の 結果を参考にして定常白色観測雑音のと

きの共分散情報を用いた定常確率 信 号の fixed-doint

スムージング推定値を求める初期値システムを導出す

る (Fig. 1実 線部分参照)

得 られたスムーザの長所を箇条書きで 以下 に述べ

る. 1. 定 常確率信号と定常有色雑音の共分散関数を,

一般的な線形定常確率過程の共分散関数を表示できる

semi-degenerate 核で表わすので, 一般的な定常確率

信号の推定が行える. 2. 推定 アルゴリズムは微分方

程式のみによる初期値システムで与えられるので, 簡

単 な数値計算によ り推定値が求められる. 3, 共分散

情報は入手 しやすく, 本 稿の推定器は応用面が広い.

さらに, 文献4～7の Wiener-Hopf 積分 方程

式アプローチによる共分散情報を用いた推定器

に比較 して, 本稿 の推定器は以下の長所 と短所

をもつ と考えられる. 1. 本論文 による fixed-

point スムーザ (定常 白色雑音) は, 文献6の

スムーザ (定常 白色雑音) に比較 して初期値 シ

ステムを構成する微分方程式の数 が少 ないた

め, 計算時間が短 く効率の良いアルゴリズムで

ある. 2. 本論文の推定器は, 定常確率信号の

推定が行えるのに対 して, 文献4～7の 推定器

は非定常確率信号まで含めた信号推定を行うこ

とができるという, 対 象 とするシステムの範囲の狭さ

に本稿の fixed-point スムーザアルゴウズムは欠点を

もつ. しか しなが ら, 2. の欠点は, 実際的にはほとん

ど意味をもたない. 何故 なら, われ われの周囲に存在

する物理的意味を有する時系列データは, 大 部分が定

常確率過程の範疇に属 し, 本 イノベーション理論によ

る推定器は普遍的データ推定に適用が可能である. ま

た, 1. の数値計算面での長所が, 実 際的データ推定の

際に有効に響いてくる. す なわち, 共分散情報をフー

リエ cos, sin 近似 などにより関数表示 した際, フー

リエ近似項数の増大化に伴い, 本 稿 および Wiener-

Hopf 積分方程式 アプローチによる推定アルゴリズム

中の微分方程式の数が増加するので, 実際データ処理

を行うときにはなるべく計算時間の短いアルゴリズム

が要求され, 1. の長所は本稿の推定器の実用的応用価

値の高 さを示 している.

導 出された fixed-point スムージング推定値を求め

るアルゴリズムの正当性を確めるために, 定 常確率的

信号 (定常1次 の Butterworth 過 程4)) に定 常有色雑

音 (定常1次 の Butterworth 過程) と定 常白色雑音の

付加 した観測値か ら推定値を求める問題について計算

機シミュレーションを行 った. そ の 結果, 本 論 文 の

fixed-point スムーザ を用いると容易に推定値が得 ら

れることが判明 した. ま た定常白色観 測雑 音 の場合

に, 信 号 を定 常1次 の Butterworth 過 程 と して,

Wiener-Hopf 積分方程式アプローチと本稿のイノベー

ションアプローチに よる fixed-point スムージング推

定値の比較を行い, 数値計算結果に関する検討の末,

本稿のスムーザは, より真値への収束が早いという優

れた整定特性をもつことが確かめられた.

2. イ ノベー シ ョン理論 と最小2乗 推定問題

2.1 定常有色+定 常白色観測雑音

つぎの確率過程を考えよう.

y(t)=z(t)+v(t)+vc(t), 0≦t≦∞ (1)

Fig. 1 The relationship between this study and

the related studies
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こ こで,

y(t): nベ ク トルの観測値

z(t): 互 いに無相関なnベ ク トル非定常確率信号v

(t): nベ ク トルの定常白色観測雑音

vc(t): nベ ク トルの定常有色観測雑音 (定常白色

を除 く)

とする. z(t), v(t), およびvc(t)は, それ ぞれ平均値

ゼロとし, v(t)の 共分散関数は

E[v(t)vT(s)]=Rδ(t-s), 0≦t, s≦∞ (2)

で与え られる. こ こに, Rはn×nの 正値行列であり,

その逆行列が存在する. また, v(t)は 定 常白色雑音と

仮定す るので, Rは 時間的に不変な行列である. 信 号

z(t), 観測雑音v(t), お よびvc(t)は お互いに無相関とし

E[z(t)vT(s)]=0

E[z(t)vcT(s)]=0 (3)

E[v(t)vcT(s)]=0, 0≦t, s≦∞

の関係式が成立する. また, 信号 と有色雑音過程の平

均値はゼロと仮定するので, 信号 と有色雑音の自己共

分散関数K(t,s)=Kc(t,s) は 自己相関関数 に等 しくな

り, それ ぞれ semi-degenerate 核4)～7)を使用 して(4)

式, (5)式 で与えられると仮定する.

K(t,s)=E[z(t)zT(s)]

={ΣMi=1αi(t)βi(s), 0≦s≦t

ΣMi=1βi(t)αi(s), 0≦t≦s

(4)

Kc(t,s)=E[vc(t)VcT(s)]

={ΣMj=1γj(t)δj(s), 0≦s≦t

Σmj=1δj(t)γj(s), 0≦t≦s

(5)

(4), (5)式 において, n個 の多重チャネルの信号成

分がお互いに無相関であり, 有色雑音の成分 どうしも

無相関のときに, semi-degenerate 核 の 成 分αi, βi,

γj, δjは, (6), (7)式 により定義される5),7).

al=(t) 0......0
0 a21 (t)

o
0.0 an=(t)

(6)
31i(t) o......... o

o3(
t)=1S12(t)

op 1S1(t)

ri1(t) p......... p

t-or2' (t)

oO.'0 7'n,(t) (7)

8,1(t) p......... p
p 8 j2(t)

6........... 0 6;n(t)

tを fixed-point とす る と きの fixed-point ス ム ー

ジ ング推 定 値 は, イ ノ ベ ー ショ ン理 論8),9)の 結 果 よ り,

つ ぎの過 程

ν(t)=y(t)-z(t,t) (8)

の線形汎関数 とし て(9)式 で 与え られ る. こ こ に

z(t,t)は フ ィルタ推定値を表わす. 一般にz(t,t)は

yの 線形変換 として与えられるので8), (8)式 よ り ν

はyか ら可逆な線形演算子により求められる. よ って

(9)式 で推定値を与えるのは妥当である.

z(t,T)=∫T0g(t,s,T)ν(s)ds, 0≦s≦T (9)

(9)式 を使用 して, (10)式 の fixed-point スムージン

グ推定問題における推定誤差分散

Q=E||z(t)-z(t,T)||2 (10)

を 最小にす る最適イ ンパルス応答関数g (t,s,T)は,

直交射影の定理2),8)から(11)式 の積分方程式を満足す

る.

E[z(t)νT(s)]

=∫T0g(t,τ,T)E[ν(τ)νT(s)]dτ, 0≦s≦T

(11)

(11)式 右 辺 のE[ν(τνT(s)]の 量 は, (1), (2), (3),

(5)式 と(9)式 よ り

E[ν(τ)νT(s)]=Rδ(τ-s)+Kc(τ,s)

- E[vc(τ)zT(s,s)], 0≦τ, s<∞

(12)

のように求め られる. (12)式 の証明 は付 録に示す.

(11)式の右辺は, (3), (4)式 より

E[z(t)νT(s)]

-E[z(t)(y(s)-z(s,s))T]

=E[z(t)(z(s)+v(s)+vc(s)-z(s,s))T]

=E[z(t)zT(s)]-E[z(t)zT(s,s)]

=K(t,s)-E[z(t)zT(s,s)] (13)

(12), (13)式を(11)式 に代 入 して

K(t,s)=g(t,s,T)R+∫T0g(t,τ,T)Kc(τ,s)dτ

-∫T0g(t,τ,T)E[vc(τ)zT(s,s)]dτ

+E[z(t)zT(s,s)] (14)

を得る. (14)式 を直接解いていくと非定常確率信号の

推定を行える最適なg(t,s,T)が 求 められる. しか し

ながら(14)式 を用いて, g(t,s,T) を 求めるアルゴリ
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ズムを導出することは難解である. 定常確率信号過程

の推定問題を考えるとき, (14)式 の非定常項をゼロと

することにより, 簡 略化された積分方程式を得る. 弱

定 常確率信号過程の共分散関数は (信号の平均値はゼ

ロとするので, 信 号は広義の定常確率過程となる),

{K(t,s)=K(t-s,0)

=K(t-s) (15)

の関 係を有することが知られてい る2). (14)式 の右辺
3, 4項 は, 明 らかに非定常項を表わし, そ れぞれ,

t→t-s=γ, s=0と おくと

E[vc(τ)zT(0,0)]=0

E[z(γ)zT(0,0)]=0}
(16)

とな る. こ こに, (9)式 でT=t=0と おい てz(0,0)

=0の 関係を使用 した. (16)式 よ り, 特 に定常確率信

号過程の推定問題について, (14)式 を近似的に次式で

表わす.

g(t,s,T)R

=K(t,s)-∫T0g(t,τ,T)Kc(τ,s)dτ (17)

(17)式 の解g(t,s,T) は準最適おインパルス応答関数

となることは, つぎの説明より明 らかである. (14)式

は, 非定常 ・定常確率信号推定問題に適用でき, そ れ

ぞれ最適なg(t,s,T) の満足す る積分方程式となって

いる. (14)式の簡略化された(17)式 は, 準 最適なイン

パルス応答関数の満足する Fredholm 第2種 積分方程

式である. fixed-point, スムー ジ ング問題 にお ける

(14), (17)式 は, 本論文で初めて提案する.

2.2 定常白色観測雑音

つぎの観測方程式を考えよう.

y(t)=z(t)+v(t), 0≦t≦∞ (18)

ここに, y(t)はnベ ク トルの観測値 とし, z(t), v(t)

は, それ ぞれ平均値ゼロの非定常確率信号と定常白色

観測雑音を表わし, それ らの 自己共分散関数は, (4)

式 と(2)式 で与えられると仮定す る.

線形非定常確率信号推定問題において定常白色観測

雑音の場合の最適インパルス応答関数の満足する非線

形積分方程式は, (12)式 において有色雑音の 関係する

項 をゼロとおいて得られる式と, (9), (11), (13)式 を

用いて, 次式で与えられる.

g(t,s,T)R

=K(t,s)-∫s0g(t,τ,T)RgT(s,τ,s)dτ (19)

定常白色観測雑音の場合に, 定常確率信号過程の推

定を行う準最適なインパルス応答 関数 は, (17)式で

Kc(τ,s)=0, 0≦τ, s≦Tと おくと,

g(t,s)=K(t,s)R-1 (20)

とい う簡単な式により与え られる. (20)式 において,

関数gがtとsの みの関数で, 変数Tを 含まないとし

たのは, 右辺 のK(t,s)が 変数tとsの 関数であるこ

とに起因する.

3. fixed-pointス ム ーザ の誘導

3.1 定 常有色+定 常白色観測雑音

本節では, (17)式 の Fredholm 第2種 線形積分方程

式に Invariant Imbedding の手法10)を適 用 して, 定

常有色+定 常白色観測雑音の場合に, 線形定常確率信

号過程の fixed-point スムー ジング推定値 を求める初

期値 システムを定理1で 導出する.

《定理1》

定常有色+定 常白色観測雑音のときに, 定常確率信

号の準最適 な fixed-point スムージング推定値は, 信

号 と観測雑音の共分散情報を用いて, (21)式～(32)式

の初期値 システムにより求められる. こ こに, 定常確

率信号と定常有色雑音 の 自己共分 散 関数 は, semi-

degenerate 核を 用いて, それ ぞれ(4)式 と(5)式 で

与え られるものとする.

∂/∂Tz(t,T)=g(t,T,T)(y(T)-z(T,T))

-g(t,T,T)ΣNj=1γj(T)Aj(T) (21)

(fixed-point ス ム ー ジ ング推 定 値)

z(T,T)=ΣMi=1αi(T)Oi(T) (22)

(フィルタ推定値)

g(t,T,T)=(ΣMi=1βi(t)αi(T)

-ΣNj=1Mj(t,T)γj(T)R-1 (23)

∂/∂TMj(t,T)

=g(t,T,T)(δj(T)-∑Ni=1γi(T)Rij(T)) (24)

Mj(T,T)=ΣMi=1αi(T)γij(T) (25)

d/dTOi(T)=Li(T,T)(y(T)-z(T,T))

-Li(T,T)ΣNj=1γj(T)Aj(T) (26)

d/dTAj(T)=Ji(T,T)(y(T)-z(T,T))

- Jj(T,T)∑Ni=1γi(T)Ai(T) (27)

d/dTγij(T)

=Li(T,T)(δj(T)-ΣNk=1γk(T)Rkj(T)) (28)

d/dTRki(T)
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=Jk(T,T)(δi(T)-ΣNj=1γj(T)Rji(T)) (29)

Li(T,T)=(βi(T)-∑Nj=1rij(T)γj(T))R-1 (30)

Jj(T,T)=(δ,(T)-∑Ni=1Rji(T)γi(T))R-i (31)

初期 条 件 は,

Oi(0)=0, Aj(0)=0, rij(0)=0, Rki(0)=0,

i=1,2…,M,j=1,2…,N,k=1,2,…,N

(32)

で与えられる.

(証明)

文献4～7に おける積分方程式を初期値システムへ

変換する Invariant Imbedding の手法により. (21)式

～(32)式 は得 られる. 詳 しい式の展開は紙面の都合で

省略する. (Q.E.D.)

3.2 定常 白色観測雑音

3.1節 で は, 定常有色+定 常白色観測雑音のときに,

定常確率信号過程の fixed-point スムージング推定値

を求める初期値システムを導出した. 定理 では, 前節

の結果を参考にして, 定常 白色観測雑音 ((18)式) の

場合に, fixed-point スムーザ アルゴリズムを提案す

る.

《定理2》

定常白色観測雑音のときに, 定 常種率信号の準最適

な fixed-point スムー ジング推定値 を求める初期値シ

ステムは, 共分 散情報を使用 して, (33)式～(36)式 で

構成される.

∂/∂Tz(t,T)=ΣMi=1βi(t)αi(T)(y(T)-z(T,T)),

(Fixed-point ス ム ー ジ ング推 定 値) (33)

z(T,T)=∑Mi=1αi(T)Oi(T), (フ ィル タ推 定値)

(34)

d/dTOi(T)=βi(T)R-1(y(T)-z(T,T)) (35)

初 期条 件 は,

Oi(0)=0, i=1,2…,M (36)

で 与 え られ る. こ こ に, 信 号 の共 分 散 関数は, (4)式

の semi-degenerate 核 で与 え られ る もの とす る.

(証 明)

定理1で, 定 常 有 色 雑 音 の 共 分 散 関 数 にお け る semi-

degenerate 核 の 成 分 を γj(t)=δj(t)=0, j=1,2,…,

N, と お くと, (33)式 ～(36)式 が 即座 に得 られ る.

(Q.E.D.)

4. 例 題

4.1 定常 有色+定 常白色観測雑音

定理1で 定常有色+定 常白色雑音の場合 に導出され

た fixed-point スムージング推定値を求める初期値シ

ステムの有効性を確めるために, 計算機シ ミュレーシ

ョンによる計算結果を述べる.

観測方程式 は, (1)式 で与えられており, 信 号z(t)は

(37)式 の状態方程式で生成される定常1次 の Butter-

worth 過程4)とす る.

d/dtz(t)=-kz(t)+u(t) (37)

ここに, u(t)とz(t)のt=0に おける初期値z(0)は

平均値ゼロで, u(t)とz(0)は, それ ぞれ(38), (39)

式 で与えられ る Gauss 性の統計的性質を有する.

E[u(t)u(τ)]=2kpδ(t-τ) (38)

E[z2(0)]=p (39)

定常1次 の Butterworth 過程の 自己共分散関数 は,

(40)式 で定義される.

K(t,τ)=
{ pe-k(t-τ), 0≦τ≦t

pek(t-τ), 0≦t≦ τ
 (40)

本 シ ミュ レー シ ョン に使 用 され るkとpの 値 は, k=

5.0, p=10.0の 一 定 値 と し, z(0)は 任 意 に-2.0が

(73)式 よ り選 ば れ る. また, 定 常有 色 観 測 雑 音 は, 同

様 に 定 常1次 の Butterworth 過 程 と し, (40)式 ～(43)

式 よ り与 え られ る. u1(t)とvc(0)の 平 均 値 は ゼ ロで,

u1(t)とvc(0)は, そ れ ぞれ(42)式 と(43)式 で 与 え ら

れ る Gauss 性 の統 計 的 性質 を有 す る.

d/dtvc(t)=-k1vc(t)+u1(t) (41)

E[u1(t)u1(τ)]=2k1p1δ(t-τ) (42)

E[vc2(0)]=p1 (43)

こ こに, k1=5.0の 一 定 値 に対 して, p1=0.01, p1=

0.1, p1=0.2と 変 え た とき の それ ぞ れ の 初 期 値vc(0)

=0.63653, 0.45010, 0.14233か らvc(t)は 出発 す る.

Fig. 2 The coloured-noise processes which is a

first-order stationary Butterworth processes.

a...Coloured-noise process for pl=0.2 and

kl=5.0. b...Coloured-noise process for pl=

0.1 and kl=5.0. c...Coloured-noise process

for pl=0.01 and kl=5 0
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このよ うにp1の 値を変えた理由はFig. 2に 示 され

る定常有色雑音過程に対 して, 本論文の fixed-point

スムーザが有効な有色雑音特性を有するか確めるため

である. Fig. 2で は, 初期値の大きさがvc(t)に か な

り影響 しているが, モデルシミュレーションの立場か

ら3通 りの大きさの定常有色雑音を発生させている.

有 色雑音の共分散関数は, (44)式 で定義される.

Kc(t,τ)={
p1e-k1(t-τ), 0≦τ≦t

p1ek1(t-τ), 0≦t≦τ

(44)

(40)式, (44)式 の semi-degenerate 核表現 された定常

確率信号過程 と定常有色雑音過程の共分散関数, (1)

式 の観測値, (2)式 の定常白色雑音の分散に関する情

報を定理1の fixed-point スムーザの初期値システム

に代入すると, fixed-point スムージング推定値は, シ

ーケンシャルに求められる.

Fig. 3で は, 定常有色観測雑音を一定 (k1=5.0,

p1=0.01) として, 定常 白色観測雑音の分散を0.32,

0.72と 変化させたときの時刻Tに 対する fixed-point

スムージング推定値 (0.005, T)が 図示 されている.

Fig. 3よ り, 定 常白色雑音の分散が小さいほど, スム

ージング推定値z(0,005, T)は, 信号の真値z(0.005)

=-1.9880を 精度良く推定 しているこ とがわかる.

また, t=0.005の と きの フィルタ推定値z (0.005,

0.005) に比較 して, T=0.005時 刻以降の観測値, およ

び信号と雑音の自己共分散情報も使用したスムージン

グ推定値z(0.005,T)の ほ うが, 推定精度が向上 され

るという良好な スムージング効果がFig. 3よ り得ら

れている. Fig. 4は, 定常有色+定 常白色観測雑音

のときの fixed-point スムーザの白色雑音特性, 有色

雑音特性, およびスムージング推定値におけるTの 影

響 (フィルタ推定値との比較) について示 した図であ

る. グ ラフfは, 信 号過程を表わし, k=5.0, p=10.0

の ときの定常1次 の Butterworth 過程 を示 している.

まず, 白色雑音特性に関 して, 定 常有色雑音のパラメ

ータを一定値(p1=0.01, k1=5.0) として, N(0, 0.32)

とN(0,0.72) のように定常白色雑音を変えた結果,

N(0,0.32) における fixed-point スムージング推定値

z(t,t+0.2) の ほうがよ り推定精度が高いという妥当

な数値計算結果が得られた. ここに, z(t,t+0.2)は

tを fixed-point として, 0.2時 刻だけスムージング

を行ったときの推定値を示 し, 各時刻tに ついて計算

した fixed-point スムージング推定値である. つ ぎに,

定 常有色雑音の fixed-point スムージング推定値に対

する影響は, a,bの グラフを使用 して説明される. a, b

において, 定常白色雑音の分散を0.32の 一定値定常有

色雑音のパ ラメータをk1=5.0と してp1=0.2(a),

p1=0.1(b) と設定 した場合に, aよ りもbの グラフ

における fixed-point スムージング推定値z(t,t+0.2)

がよ り精度良く推定を行 っているという結論を得た.

Tの fixed-point ス ムージング推定値へ及ぼす効果は,

c, gの グラフにより理解 される. c,gの グラフは, そ

れぞれ 定常白色雑音をN(0.032), 定 常有色雑音のパ

ラメータをp1=0.01, k1=5.0の 一定値としたとき

のz(t,t+0.2) (c)とz(t,t+0.05)(g) を図示してい

る. z(t,t+0.2)とz(t,t+0.05)の0.005≦t≦0.1に

お け る推定 誤差分散 の和 は, それぞれ0.9466と

0.41583で ある. また, 定 常 白色雑音をN(0,0.72) と

おき, 定常有色雑音のパ ラメータをp1=0.01, k1=

5.0の 一定値としたときの fixed-point スムージング

推定値z(t,t+0.2) とフ ィルタ推定値z(t,t)が, d, e

のグ ラフにより図示されており, z(t,t+0.2)がz(t,t)

よ りも明らかに真値を良 く推定 している.

以上の計算機シミュレーション結果より, 定 常有色

+定 常白色観測雑音のときの fixed-point スムーザア

ルゴリズ ム(定理1)は 有効な白色雑音, 有色雑音, ス

Fig. 3 z(0.005, T) versus T. a...z(0.005, T) for pl=

0.01 and kl=5.0 when the white noise is
N(0, 0.72). b...z(0.005, T) for pl=0.01 and

kl=5.0 when the white noise is N(0, 0.32)

Fig. 4 The fixed-point smoothing and filtering
estimates. a...z(t, t+0.2) for pl=0.2 and kl
=5.0 when the white noise is N(0, 0.32).

b...z(t, t+0.2) for pl=0.1 and kl=5.0 when
the white noise is N(0, 0.32). c...z(t, t+0.2)

for pl=0.01 and kl=5.0 when the white
noise is N(0, 0.32). d...z(t. t+0.2) for pl=

0.01 and kl=5.0 when the white noise is
N(0, 0.72). e...z(t, t) for pl=0.01 and kl=5.0

when the white noise is N(0, 0.72). f...First-
order stationary Butterworth process for

p=10.0 and k=5.0. g...z(t, t+0.05) for pl=
0.01 and kl=5.0 when the white noise is
N(0, 0.32)
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ムージング特性(Tのz(t,T)へ の影響) を有 するこ

とが確められた.

4.2 定 常白色観測雑音

本節では, 定理2で 得られた定常白色観測雑音の場

合における fixed-point ス ムーザアルゴリズムの白色

雑音特性 とスムージング特性 (フィルタ推定値との比

較) を調 べて, それ らの有効な働きを示すとともに,

本稿と文献6で報 告された fixed-point スムーザによ

るスムージング推定値の推定結果を上記の特性につい

て比較, 検討 する.

観測方程式は, (18)式 の定常白色観測雑音付加の場

合を考える. 定常白色観測雑音の自己共分散関数は,

(2)式 の semi-degenerate 核 で与えられ, 定常確率信

号 の自己共分散関数は, (4)式 の semi-degenerate 核

により表わされる. 信号過程を(71)式～(73)式 で与え

られる定常1次 の Butterworth 過程 とし, Fig. 5の

グラフfで 示 きれる. この際, 信号 の自己共分散関数

は, (74)式 とな り, (74)式 の semi-degenerate 核表示

された共分散情報と観測値の情報を定理2で 得 られた

スムーザアルゴリズムに代入 して, fixed-point スムー

ジング推定値は計算される. Fig. 5のd,eの グラフは

定理2でk=5.0, p=10.0の 一定値 とおき, fixed-

point スムージング推定値z(t,t+0.2) を, それぞれ

白色観測雑音がN(0, 0.72) とN(0, 0.32) の場合に計

算した結果を示す. d, eの グ ラフか らN(0, 0.72) より

N(0, 0.32)のz(t, t+0.2)が 真値を良く推定しており,

本手法による定常白色観測雑音付加の fixed-point ス

ムーザは, 妥当 な白色雑音特性を有することが判明し

た. また, スムージング特性に関しては, b, dの グラ

フより, 本論文のスムーザは良好なスムージング特性

をもつことが考えられる. す なわち, 白色雑音をN

(0, 0.12) の 一定 として, z(t,t), z(t,t+0.2) を計算 し

た結果, z(t,t+0.2) が より推 定精度が良いというこ

とは明らかであ る. ゆえ に, 定常 白色観測雑音付加の

ときの fixed-point スムーザ(定 理2)は, 有効 なスム

ージング特性を有することが確め られた.

さ らに, 文献6で 提案されている非定常システムに

適用可能な Wiener-Hopf 積分方程式ア プローチによ

る fixed-point スムーザ (定常白色観測雑音) と, 本稿

のスムーザ (定常 白色観測雑音) を使用して, 数値 的

に fixed-point スムージング推定値を計算 して, 双方

の精度的比較を行ってみよう. Fig. 5で, a, bの グ ラ

フは, N(0, 0.72) の ときの Wiener-Hopf 積分方程式

アプロー チと本稿のイノベーションアプローチによる

フィルタ推定値を示 し, bの 推定値が真値 (信 号) を

精度良く推定 している. c, dの グラフは, N(0, 0.72).

に対 して fixed-point ス ムージング推定値z(t,t+0.2)

を Wiener-Hopf 積分方程式アプローチと, 本稿 のア

プローチにより計算 した結果を図示する. こ れ らの数

値シミュー レション結果より, 本論 文のイノベーショ

ンアプローチ による fixed-point スムー ザは, Wiener

Hopf 積分方程式アプローチによる fixed-point スム

ーザに比較 して, よ り早い時刻における推定値の真値

への収束性を示す ことが確認された. 参考 のため, 微

分 方程式のきざみ幅が0.001の ときの0≦t≦0.1に お

けるグラフa, b, c, dの 推定誤差分散の和は, それ ぞ

れ, 18.23, 16.259, 6.3524, 2.8925, 0.38833で あ っ

た.

5. お わ り に

本稿で 導出された fixed-point スムーザの正当性は,

計算機 シミュレージョンの結果示 され た. 本論 文で

は, イノベーション理論に基づく新 しい線形 連 続 な

fixed-point ス ムーザ (定常白色観測雑音, 定 常 白色+

定 常有色観測雑音) の設計を行った.

本論文は, 理論 的, 工学的側面か ら新 しい fixed-

point ス ムーザの初期値システムを導出し, 本稿 の推

定器の応用分野は, たとえば脳波の誘発電位の推定11)

のよ うなM.E.関 係や雑音の付加するアナログ無線・

有線通信信号推定問題を扱 う通信システムなどが考え

られる. 特 に, 共 分散情報を使用 した, Wiener-Hopf

積分方程式アプローチによる fixed-point スムーザ (定

常白色観測雑音) に比較すると, 本論文の推定器は,

計算時間の短縮化および, 整定時間の短縮化の点にお

いて優れた特性をもつので, よ り実用的であるという

大きな利点を有する.

末筆ながら, 日頃, 種 々有益なご助言, ご指導を賜

Fig. 5 The prediction and filtering estimates. a...

z(t, t) for N(0, 0.72) by the Wiener-Hopf
approach. b...z(t, t) for N(0, 0.72) by the

innovations approach. c...z(t, t+0.2) for

N(0, 0.72) by the Winter-Hopf approach. d...
z(t, t+0.2) for N(0, 0.72) by the innovations

approach. e...f(t, t+0.2) for N(0, 0.32) by the
innovations approach, f...First-order statio-
nary Butterworth process for k=5.0 and

p=10.0
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《付 録》

(12)式 の証明を行う前に補題1を 述べる.

[補題1]

統計 量E[z(t,t)νT(s)], 0≦s<tは ゼ ロである.

(証明)

一般的に, (8)式 の確率過程ν(s), 0≦s≦t, の 線

形変換によりフィルタ推定値z(t,t)が 知 られること

は, yに 線形演算を施すこ とによりν(・)が得 られる

ので, 容易に理解される. す なわち, z(t,t) は,

z(t,t)=∫t0h(t,s)ν(s)ds (45)

と表 わされ, 最適 なフ ィルタ推定値は, つ ぎの直交射

影 の原 理

z(t)-z(t,t)⊥ν(s), 0≦s<t (46)

を 満 足す る. フ ィ ル タ推 定 誤 差

z(t,t)=z(t)-z(t,t) (47)

を導 入す る と, (46)式 よ り

E[z(t,t)νT(s)]=0, 0≦s,t (48)

が 得 られ る. (Q.E.D.)

(12式 の 証 明)

ま ず, 0≦s<τ の 場 合 を 考 え よ う. ν(τ)は, (1),

(8), (47)式 よ り

ν(τ)=z(τ,τ)+0(τ)+vc(τ) (49)

となる. よ って

E[ν(τ)νT(s)]

=E[(z(τ,τ)+v(τ)+vc(τ))νT(s)]

=E[z(τ,τ)νT(s)]+E[v(τ)νT(s)]

+E[vc(τ)νT(s)]

=E[v(τ)νT(s)]+E[vc(τ)νT(s)]

が得られる. ここに, 補題1の 結果を使用した. 上式

は,

E[ν(τ)νT(s)]

=E[v(τ)zT(s,s)]+E[v(τ)vT(s)]

+E[v(τ)vcT(s)]+E[vc(τ)zT(s,s)]

+E[vc(τ)vT(s)]+E[vc(τ)vc(s)],

0≦s<τ (50)

と変 形 され, (50)式 の 右 辺 第3, 4項 は, (3)式 よ りゼ

ロ と な る. 第1項は, v(τ)が 定 常 白色雑 音 で あ り,

E[v(τ)zT(s,s)]=0と(3), (81)式 よ り

E[v(τ)zT(s,s)]=E[v(τ)(z(s)-z(s,s))T]

=0

と な る. E[v(τ)zT(s,s)]=0と な るの は, z(s,s)は,

τ時 刻 に 達 す る 前 まで のz(・), v(・), vc(・) の デー タ を

用 い る の で, (3)式 か ら容 易 に 求 め ら れ る. 第4項

は, (3), (8)式 よ り

E[vc(τ)zT(s,s)]=-E[vc(τ)zT(s,s)]

とな る. (2), (4), (5)式 と これ らの 結 果 か ら, (50)

式 は,

E[ν(τ)νT(s)]

=Rδ(τ-s)+Kc(τ,s)-E[vc(τ)z(s,s)],

0≦s<τ

と変形 きれる. 同様な議論は, 0≦τ<sの 場 合にも成

り立つ. (Q.E.D.)
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